Aalto-yliopisto, Matematiikan ja Systeemianalyysin laitos Apiola/Kuortti
Mat-1.C Matemaattiset ohjelmistot

Harjoitus 1 12-14.3.2012

LT — Luentotehtavéi, tehdadn yhdessé luennolla.

HT — Harjoitustehtéva, kaydaan keskustellen lapi ma 19.3. rastilista.

DokuT — Kirjallinen tyo, m-tiedosto lahetetaan Juhalle ma 19.3. klo 14.00 mennessé. Jaottelu
%/-merkein, saa selostaa ja kommentoida muutamalla sanalla. Péddasia, ettd testattu. Saa lait-
taa kommenttia tyomaérasta, ongelmista ym. Saat myos lahettaa publish-pdf-tiedoston, mutta
Juha ei sitd vaadi.

Sovitaan ke HT-tehtavien minimimaara.

Doku-tehtavia on 4, joista tulisi valita 2. Ne ovat kaikki lyhyita ja tarkasti neuvottuja.
(Jos haluat tehdd enemmén, ilmoita rastilistalla, mutta ala 1dhetd kahta enempéaa Juhalle (ettei
vaadi palkankorotusta).)

Keskiviikon istunnon luento-osuudessa keskitytadn niihin asioihin, joita néissé tehtévissa tar-
vitaan.

Ylivoimaisen esteen tapauksessa voidaan neuvotella erikoisjarjestelysta kaikissa kysymyksissa.

LT 1. Olkoonz = [0 -1 24 -2153],jaJ=[56216384T7].
Mité syntyy seuraavilla Matlab-komennoilla (sijoitetaan tilan sééstémiseksi useita
samalle riville.)

> x =z, A =x%x’, s = xX’*%x, w = x*J,
>> length(x), length(z)

>> size(A), size(x), size(z), size(s)

Vihje: Suorita doc length, doc size, tai etsi Matlabin Help index:n avulla (lisd)tietoa komennoista.



LT 2. Maarittele vektorit

x =[12345]
y = [0 2 4 6]
z=1[-4-2024]

Kokeile seuraavia laskutoimituksia/komentoja (kirjoita mieluummin omille riveil-
leen), ja selvita virheelliset.

X.%z, x*z’ X%z

x.72, x72

sl=sqrt(x*x’)

s2=sqrt (sum(x."2))
s3=norm(x)

[s1 s2 s3] % helppo verrata
help norm

HT 3. Miarittele matriisit

3 0 345 6
1 2 3 1 2 3 4
4 2 210 -1
U= v = C=]|136| A=|5 6 7 8 B =
) 4 >4 2 0
149 9 10 11 12
6 6 1 21 1

Selvitéd (ilman Matlabia), mitka seuraavista laskutoimituksista on maaritelty, ja ker-
ro sanallisesti, mita ne tekevit. Tarkista MATLAB:la.

AxC  CxA c2 c.”72 A"2 A.72



HT 4. Kirjoita MATLAB-skripti, joka laskee ja piirtdé seuraavat funktiot:

HT

a) y = bcos(3mx). Laske arvo 101:ssé tasavélisesséd pisteessa valilla 0 < z < 1.

b) y = i vélilla =5 <z < 5.

c)y = % Laske arvo 200 tasavélisessd pisteessa vililla —Z
Kéayta axis komentoa asettaaksesi nédytettavat akselit véileille —2 <
—-10 <y < 10.
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Vihje: Jako- ja kertolaskujen tapauksessa ole tarkkana: haluatko matriisioperaation vai alkioit-
taisen operaation? Alkioittaiset operaatiot erotetaan matriisioperaatioista operaattorin eteen sijoi-
tettavalla pisteelld. Esimerkiksi .* on alkioittainen kertolasku, * matriisien kertolasku.

Trigonometriset funktiot toimivat MATLABIssa alkioittain, ja 1oytyvéit loogisilla nimilld. (cos,
acos, sin jne.)

Tasavalisid pistejoukkoja luodaan komennolla linspace, tai vaihtoehtoisesti MATLABin
kaksoispiste-notaatiolla. Tutustu kummankin dokumentaatioon, ja paata kumpaa kannattaa téssa
tilanteessa kayttas.

. Esitd yhden rivin Matlab-komento, jolla saat selville vektorin tai matriisin niiden

alkioiden lukuméaran, jotka ovat > 5.
Testaa ainakin naille:

a) A=1:10

b) B=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]

¢) C=10*rand(6,6)

d) D=ones(4,4)



HT 6. HT

a) Ratkaise lineaarinen yhtéloryhmé ja tarkista tulos kertolaskulla.

dr — by =11
2x+y =9

Vihje: Matlab: "Matriisijako": A\b

Maple: LinearSolve (ei tarvitse ekalla viikolla)

b) Tiedetédén, ettéd Celsius-asteiden ja Fahrenheit-asteiden vélilld on lineaarinen
yhteys:

C=alF +0b.

Liséksi tiedetdan, ettd vesi jadtyy 32 F:issa ja -40 on sama kummassakin
asteikossa. Johda kaava. Tarkoitus on Kkirjoittaa kertoimien a ja b maéaaraa-
miseksi lineaarinen yhtalosysteemi, joka ratkaistaan Matlab:n takakenolla (\).

¢) Muodosta matriisi, jonka 1. sarake on C-asteet —50:sta 5:n asteen vélein
100 :aan ja toinen sisiltaéd vastaavat F-asteet.

Vihje: Tarkan rationaalilukukaavan saat komentamalla format rat. Tee m-
tiedosto kommentteineen.

Huomaa, etta taulukkoa ei ole mukavaa katsoa koknaisuutena, esim. 10 ekaa rivia
néet ndin: taulukko(1:10,:) (eiké vain?).

Hivelevad on myos menna “Workspace-ikkunaan” ja kaksoisklikata taulukko-ikonia.

Kokeile sen ajamista myos pdfksi publish(Fahrenheit,pdf)-komennolla (jos
skripti on Fahrenheit.m), kunhan ensin testailet sen kuntoon.



HT

7. Kirjoita skripti, jolla vertaat inv(A)*b:n ja A\b:n tehokkuus- ja tarkkuuseroja.

Tee valilla [0,10] olevista satunnaisista kokonaisluvuista koostuva matriisi n X
n-matriisi A, ja muodosta sen rivisummista koostuva sarakevektori b. Olkoon
u=ones(n,1) .

Mieti, miksi v on yhtalén Ax = b ratkaisu. Vahvista tdméa Matlab-laskulla:

Toto

n=5

A=floor (10*rand(n))
b=sum(...)

b=b’

u=ones(n,1)

[A*u b]

x=A\b

Dot

Jatka nyt skriptidsi (copy/paste) ja aloita n = 200. Muista paattaa puolipisteeseen

(;) [muuten karsit].

Suorita ajanmittausta varten:

tic,x=A\b;toc
tic,y=inv(A)*b;toc

Vertaa suoritusaikoja.
Virheiden vertaamiseksi laske max; |x; — u;| ja max; |y; — u]
Voit myos kayttédd norm-funktiota (help norm)

Kokeile vield arvoja m = 500,n = 1000,n = 10000. (Ja muista puolipisteet!!)
Kirjoita muutaman virkkeen yhteenveto skriptiisi ja aja viela pdf:ksi komennolla
publish(’tamaskripti’,’pdf’).

Hyvaksytaan myos pelkkd m-tiedosto, joka on testattu toimivaksi.



LT 8. Tarkastellaan lineaarista 4 x 6 systeemii Ax = c,

HT

1 -11 0 0 2 0

11 2 4 1 2 3
missd A = ja c=

0 2 1 4 3 1 2

1 30 —4 =21 0

Tee liitdnnaismatriisi Ac, jossa c-vektori on liitetty A:n perdén. Suorita komen-
to [R, jbl=rref (Ac). Poimi sen avulla 4 x 4 osamatriisi, joka on yksikkomatriisi.
Paattele rangi ja tarkista rank-komennolla A:n ja Ac:n rangit.

Lopuksi voit huvitella rrefmovie;n parissa.

. Monikulmio voidaan esittaa 2-rivisena matriisina, jonka sarakkeet edustavat koor-

dinaattipisteitd. Esim. Kolmio, jonka kérjet ovat pisteissa (0,0), (1,1), (1,—1) voi-
taisiin esittaa matriisina

T —
01 -1 0

0110]

>> plot(T(1,:),T(2,:))
piirtaa karkipisteet ja yhdistda ne janoilla téassé jarjestyksessa.

(Seuraavassa tehtédvéssid hiukan enemmaén selitystd lineerikuvausperiaatteesta.)

Jos tdhan sovelletaan lineaarikuvausta, eli kerrotaan matriisilla A, saadaan kuvan
karkipisteet S = AT .

Muodosta jokin/joitakin 2 x 2-matriiseja A. Piirrd kolmio 7" ja sen kuva S eri ruutui-
hin. Voit kokeilla myos rinnakkain (subplot) ja piéllekkéin hold on ja myds alueen
tAyttoa £i11

» S=A*T; plot(S(1,:),S(2,:)).

Jos haluaisit iteroida, voisit tehd& komentoikkunassa f-tyyliin:

>> 5=T,

» S=A*S; plot(S(1,:),8(2,:)) % ja tata rivid T-toistaen.



DokuT 10. HT Muodosta seuraava matriisi, jonka sarakkeet edustavat tason pisteitd. Piirra
pisteet yhdistysjanoineen:

T=[0 0 -1 6 1312123 366 0;098158900550 0]
plot(T(1,:),T(2,:))

Olkoon A 2 x 2-matriisi. Tason piste (pystyvektori) kuvautuu matriisilla kerrottaessa
pisteeksi y = Ax. Néin matriisi A madraa tason lineaarikuvauksen.

Pistejoukko voidaan kuvata kokoamalla pisteet sarakkeiksi matriisiin (kuten T yll4)
ja kertomalla se kuvausmatriisilla A. Niinpa talon nurkkapisteiden kuvat saadaan
suoraan kertomalla "talomatriisi"l" A:lla, ts. S = AT'. Lineaarisuuden nojalla yhdis-
tysjanat kuvautuvat yhdistysjanoille.

Kerro néilld matriiseilla ja piirr(ja kerro, mita néet).

10 10 0 1 13
w=fonfasfo Lalv o] a-(o ]

Miten kuvailisit vastaavia kuvauksia 7 (A4 on engl. nimeltdén “horisontal shear”. )

HT 11. Muodosta Matlab:lla polynomien p(z) = z3 + 2x — 1 ja ¢(x) = 22° + 3 summa.
Maarita p(z), ¢(z) ja (p+ ¢)(x) vektorin x=[-2 -1 0 1 2] pisteissé.

Lado naméa arvot 3-sarakkeiseksi matriisiksi PQ)S.
Miten voit kétevasti tarkistaa, ettd laskut menivéit oikein?

Vihje: polyval arvon laskemiseen.

HT 12. a) Muodosta Matlab-lauseke, joka laskee kahden polynomin p ja ¢ summan p+gq.
Oletetaan, ettd p:n asteluku = n ja q:n asteluku = m jam < n.

b) Tee sitten yleispéatevisti, tarvitsematta tietdd mitdén asteluvuista.

¢) Kirjoita funktiotiedosto polysum.m, jolle annetaan argumentteind polynomi-
vektorit ja joka palauttaa summapolynomi(vektorin). Kirjoita alkukommentit,
joissa kayttotarkoitus, ohje ja kayttoesimerkki. Se siis tulee nakyviin komen-
tamalla >> help polysum . Testaile!

Vihje: b):
np=length(p) ;ng=length(q) ;m=max (np,nq) ;

Muodosta 2 x m nollamatriisi, jonka 1. riville viet p:n “loppuun kiinnittden” ja 2. riville vastaavasti
q:n. (Muista end.) Sitten vaan muodostat sarakesummat sum-funktiolla, siindpa se!

¢): Ohjelmankehitys kannattaa tehda skriptitiedostossa, ja kun se toimii, kirjoitetaan siitéa funktio.



HT 13.

HT 14.

(a) M&arita funktion f(z) = z* — 72% + 112% + Tz — 10 nollakohdat, ja ddriarvot.
Piirra kuvaaja.

(b) Mééarita funktion maksimi- ja mimimipisteet ja arvot “raakaa voimaa” kéytté-
maélla soveltaen Matlabin tehokkaita vektori- ja datanpoimistyokaluja.

(c) Maarita samalla periaatteella f:n nollakohdat.
Vihje:
polyval, polyder, roots

(b) Tarkoitus on oikeastaan muuttaa kuvasta katsominen kvantitatiiviseksi tdhéan tyyliin:

>> x=linspace(a,b,N);

>> y=polyval(...);

>> ymax=... Y suurin y-vektorin arvo

>> maxind=find(...) % Etsi suurimman arvon indeksi.
>> % Indeksoi sill\"a x-vektori.

()

>> xpist=linspace(a,b,N); % Sopiva v\"ali ja N.

>> find(...) % Etsi eka merkinvaihtopiste.

>> % sill\"a v\"alill\"a on O-kohta.

>> % toista nuolinappaimella tai CTR-ENTER

Tassd tehdadn vélin puolittamisen sijasta vélin jakaminen esim. 100:aan tai 1000:een osaan. Huo-

maa, ettd pitkilla vektoreilla operointi on Matlabilla tehokasta.

HT
a) Piirra funktiot cos ¢ ja sin ¢ samaan kuvaan eri vareilla.

b) Piirré toiseen kuvaan yksikkdympyra ja sddnnoéllinen n—kulmio esim. arvolla n =
10. Jarjesta sopivilla axis-komennoilla skaalat yhtasuuriksi, jotta ympyra nékyy
ympyrana.

c¢) Piirrd yksikkoympyrian kuva joillain edelld esiintyneilld lineaarikuvauksilla(tai
muilla keksimillasi).

Vihje: Uusi grafiikkaikkuna: figure

Muistathan ympyréan luonnollisen parametriesityksen.

Ympyrdn data koostuu oikeasti sddnnoéllisesen n-kulmion nurkkapisteistéd, missd esim. n = 100
(linspace:n oletus). Ympyran kuvan piirtdminen on siten sama homma kuin edellisissi lineaari-

kuvaustehtéavissa.



HT 15.

HT 16.

Olkoon

(z) 0,2 <0
€Tr) =
g z,x >0

Maérittele funktio g Matlab-funktioksi (m-tiedostoon).
Vihje: Voit kiyttda funktioita zeros ja max .

Ehka vieldkin elegantimmin néin:
Mieti, milla saat aikaan yksikkoaskelfunktion (Heavisiden funktion), joka saa negatiivisilla arvon
0 ja positiivisilla 1. (Tdhén riittd4 3 merkkia.) Silld kerrot funktion y = z.

Funktion g(z) kiintopiste on piste g, jolle patee g(xy) = zo. Valistuneen arvauksen
kiintopisteen sijainnista voi piirtdmalla kuvaajat y = g(x) ja y = x samaan kuvaan,
ja arvioimalla kayrien leikkauspistetta graafisesti. Kayttamalla tatéa tekniikkaa, ar-
vioi funktion g(x) = cos(z) kiintopisteen sijaintia.

Vihje: Kaksi kayrdd voidaan piirtdd samaan kuvaan joko yhdelld plot kéaskylla
plot(x1,y1,x2,y2), tai vaihtoehtoisesti voidaan kéyttdd MATLABin hold optiota:

plot(x1l,y1);
hold on
plot(x2,y2);
hold off



HT 17. Piirra MATLABIlla alla oleva kuva.

1 0 T T T T T T T

— y=0.25"x"sin(x) -7
8 | - - —y=+025% -

y-values
o

_10 | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35

x—values

Vihje: Selityslaatikko luodaan komennolla legend, akselikuvaukset komennoilla xlabel ja
ylabel.



DokuT 18. Laskemme yksikkokolmion T (virittévat pisteet (0,0), (1,0),(0,1)) pinta-alan tasai-
sesti jakautuneilla satunnaisluvuilla Monte-Carlo menetelmad mukaillen:

1. Muodosta N tasaisesti jakautunutta satunnaislukuparia (z,y) yksikkénelioon.

2. Etsi naistd satunnaispisteista kolmion 7T siséille osuvat. Havainnollista tata
piirtamalld T':n sisélle osuvat pisteet ja T :n ulkopuoliset pisteet samaan kuvaan
eri vareilla.

3. Approksimoi T:n alaa laskemalla kolmion sisille osuneiden pisteiden osuus
kaikista valituista. Kokeile menetelmén tarkkuutta eri arvoilla N.

Vihje: Muodosta rand-funktiolla tasaisesti jakautuneita satunnaislukuja vélilld [0, 1] vektoreihin

T jay.
Vertaamalla niitd vektoreita saat loogisen vektorin, jolla indeksoimalla saat suoraan poimituksi
sisdpisteet (ja ulkopisteet). Loppu onkin jo silkkaa nautiskelua (onhan tdmékin!)

Pisteita piirretdan plot-komennolla optioita hyvaksikayttaen: esimerkiksi
plot(x,y,’ob’ ,xsisa,ysisa,’*r’) piirtda kaikki pisteet sinisind rinkuloina ja sisapisteet punai-
sina tahtinA.

Tiedoksi:

Kysymys siitd, kuuluuko piste(joukko) jonkin monikulmion siséapuolelle, on monimutkainen ja tarkeé erinéisissé sovelluksissa (vaikkapa

FEM). Siihen on funktio inpolygon, joka on huomattavan monipuolinen funktio, mutta tdmén tehtin kannalta tarpeettoman jareaa.



DokuT 19. Palautettava teht.
Huom: Tehtavananto on siksi pitka, ettd suurin osa on ohjetta. Ratkaisu lyhyt.

Tutkitaan heitetyn pallon lentorataa MATLABilla. Aloita luomalla m-tiedosto johon
kirjoitat tarvittavat komennot.

1. Teemme seuraavat lahtooletukset:

i Pallon korkeus h heittohetkella on 1.5m
ii Putoamiskiihtyvyys g on 9.8m/s?
iii Pallon vauhti v heittohetkelld on 4m/s

iv Pallon etenemisvektorin suunta 8 on 45°

Kirjoita oletukset skriptiisi.
2. Luo vektori t, jossa on 1000 tasaisin vélein valittua arvoa vélilta [0, 1].

3. Kuvataan muuttujalla x pallon etdisyytta heittajésta (mitattuna maan pinnal-
la) ja muuttujalla y pallon korkeutta, seuraavat yhtélot kuvaavat muuttujien
riippuvuutta ajasta ja oletetuista parametreista.

(a)

x(t) = vcos (917;0>t.1\/[uunnetaan kulma radiaaneiksi

1
y(t) = h+vsin <9W>t — igtz.

Kirjoita annettujen yhtaloiden ja maéarittelemiesi arvojen avulla vektorit x ja
y.

4. Arvioidaan hetkeé jolloin pallo putoaa maahan, ja sen lentiméaa matkaa: et-
si ensimmaéinen indeksi, jolla pallon korkeus y muuttuu negatiiviseksi (kayta
funktiota find). Pallon lentdma etéisyys on vektorin z arvo téssi indeksissé,
lentoaika on vektorin ¢ arvo téassa indeksissa. Tulosta seka lentomatka etté
-aika nakyviin ruudulle.

5. Piirretdan pallon lentorata: piirra kuva, jossa pisteiden x-koordinaatit ovat
vektorissa z, ja y-koordinaatit vektorissa y. Taman jéalkeen piirra nolla-taso
nékyviin katkoviivalla.



