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Laskuharjoitus 4 (viikko 7 , 13 — 15.2.2002)

1. vilikokeen alue sisdltdd harjoitukset 1-4 sekd muutaman kertaustehtédvan
harjoituksissa 5. Luentoalue katkeaa viikolla 7 tarkemmin ilmoitettavaan luen-
toon.

Hiihtolomaviikolla (8) ei pidetd luentoja, mutta harjoitukset pidetdén. Viikko
9 puolestaan on vilikoeviikko, jonka kunniaksi on vapaata harjoituksista.

Alkuviikko (AV)

1. Mitka ovat seuraavien funktioiden luonnolliset méarittelyjoukot:
a) f(z,y) = F2, b) flz,y) =(l+zy) ¢ f(z,y) = arcsin(z +y) .
Piirré (késin) tasoon kunkin médrittelyjoukon kuva. Mité topologisia omi-

naisuuksia joukoilla on? (awvoin, suljettu, rajoitettu, yhtendinen, joukon
reuna, jne.)

2. Muodosta edellisen tehtdviin funktioiden korkeuskdyrien (tasa-
arvokiyrien) yhtdlot. Muodosta myos pystyleikkauskiyridt tasojen
x =1 ja y = 1 kanssa kussakin tapauksessa. Hahmottele (edelleen késin)
kuvia. (Saat toki kokeilla Maplea, mutta késin hahmottelutaito on myos
valttaméiaton. )

3. Onko seuraavilla funktioilla raja-arvo, kun (z,y) — (0,0) :

a) _r b) L
2| + |y lz| + |yl

4. Olkoon f:R? — R,

1, 22 <y <222,

0, muulloin.

f(z,y) :{

Osoita, ettéd funktiolla on sama raja-arvo origossa lihestyttdessd mité ta-
hansa suoraa pitkin, mutta siitd huolimatta varsinaista raja-arvoa ei ole
olemassa. Missé pisteissé funktio on jatkuva ja missé taas ei?

Ohje: Kulje erityisesti O:sta alkavaa nousevaa siidettii (kulmakerroin po-
sit.) 1. neljinneksessd kulkien sitd alaspiin kohti origoa. Mitd tapahtuu
lopulta, kun ollaan riittdvén ldhelld O:a?

5. (a) Muodosta funktion 1n(1—|—e"”2ysz) 1. kertaluvun osittaisderivaatat kaik-
kien muuttujien suhteen.

b) Osoita, ettd funktio arctan £ toteuttaa Laplacen osittaisdifferentiaa-
x
liyhtdlon

0%u  0%u

@4—@:0.

(Téllaisia funktioita sanotaan harmonisiksi funktioiksi.)

6. Oletetaan, ettéd funktioilla u(x,y) ja v(x,y) on jatkuvat toiset osittaisde-
rivaatat ja ne toteuttavat ns. Cauchy-Riemannin yhtélot:

ou Ov Ov ou

dx 9y’ dx dy

Osoita, ettd u ja v ovat harmonisia.

Loppuviikko (LV)

1. Tee joitakin AV-tehtdviin 1-4 liittyvid visualisointeja. Katso myos lopus-
sa olevaa Maple-ohjetta ja ..L/pintoja.mws-tyGarkkia malliksi. Tehtava
on vapaamuotoinen, suorituksen suhteen riittdd parin funktion tarkastelu
mielelldédn aika monipuolisesti. (Kenties innostut tekemééin enemménkin
ihan vaan asian harrastuksesta.)

2. Olkoon f(z,y) = x3y? + x*siny + cos(zy). Laske osittaisderivaatat fyuy,
feye, fyza ja totea, ettd ne ovat samat.
Voit antaa Maplen laskea.

3. Laske yhdistetyn funktion derivoimissédéntod (eli ketjusidéintod, ”chain ru-
le”) kiyttden %—f ja %—1;’, kun

a)w=zln(z?+4y?), z=s+t,y=s5—1,
Y Y
(b) w = et Wsin(2x —y), x=s5>+12, y=2s>—1t2

Tee kisin ja tarkista Maplella.



4. Kolmionmuotoisen maa-alan kahden sivun mitatut pituudet ovat 224 m ja
158 m ja niiden vélinen kulma 64° . Pituusmittauksen virheraja on 0.4 m ja
kulman 2° . Mik& on pinta-alan likimé&&rédinen suhteellinen maksimivirhe.

Vast: n. 2 %

5. Osittaisderivoituvan funktion f : R? — R gradientti V f méritellisin niin
Olkoon f(z,y) = |zy| .
(a) Piirrd tasa-arvokéyrit(korkeuskdyrit) f(z,y) = k,k=1,2,3.
(b) Piirrd f:n gradienttivektoreita V f(x,y) tasa-arvokiyrien pisteisiin.
Kun kiytit samaa skaalaa akseleilla (scaling=constrained), pitéisi ku-
vasta ndkyé, miten gradienttivektorin ja korkeusk&yrin suunnat suhtau-
tuvat toisiinsa.

6. Tyoarkilla ../L/pintoja.mws kohdassa ”toinen esimerkki”tarkastellaan
funktiota f(z,y) %er? Sekid plot3d- ettd contourplot-kuvat ovat
lievisti sanoen harhaisia. (Toki erilaisilla optioilla voi plot3d-kuvaa olen-
naisesti parantaa.) Selvitd, mink#lainen kuvaaja todellisuudessa on. Tar-
vitset taas sekd Maplea ettd kynédd ja paperia. Piirtele myos pystyleik-
kauksia, oikeita korkeuskayrid ym.

Maple-ohjeita

Usein pintapiirrosta voidaan tdsmentédd ja tarkentaa ja ymmértdd paremmin,
kun piirretéén sopivia avaruuskayrid pinnalle spacecurve:lla.

Alla on esimerkki, jossa piirretdéin napasidetti pitkin kulkevan pystytason
ja annetun pinnan leikkauskédyrad sekd kéyrdn projektio xy-tasossa. Varsin
kéyttokelpoinen tapa monessa yhteydessid. Téatd voi modifioida tarpeen mu-
kaan.

> with(plots):

> fi=(x,y)->4-x"2-y"2;

> x:=r*cos(Theta) :y:=r*sin(Theta): Theta:=Pi/4:

> pystyleikkaus:=spacecurve({[x,y,f(x,y)], [x,y,0]1},r=0..2,thickness=3,
color=blue,axes=B0X)

> x:=’x’:y:=’y’: # On hyvd muistaa vapauttaa.

> pinta:=plot3d(...): # Muista tdssd tavassa lopettaa kaksoispisteeseen.
> display([pinta,pystyleikkaus],style=patchcontour) ;

> display(pystyleikkaus);

# Katsotaan pelkk&&d leikkauskayréai.



