Matemaattiset ohjelmistot MS-E1999

Tavalliset differentiaaliyhtalot

1 Yleisia differentiaaliyhtilokasitteita

Differentiaaliyhtdlo tarkoittaa sellaista yhtéaloa, jossa esiintyy tuntematon funktio ja sen deri-
vaattoja. Tassa kasittelemme vain tavallisia differentiaaliyhtialoitd ja -systeemeja. Ratkaistavat
funktiot ovat yhden muuttujan funktioita.

Yhtélosysteemin kertaluku on korkeimman siiné esiintyvan derivaatan kertaluku.

Alkuarvotehtdvissd on annettu ratkaisufunktion ja sen derivaattojen arvot samassa pisteessa
(ajanhetkelld ¢y). Systeemin tapauksessa on annettu ratkaistavien funktioiden arvot ao. alku-
pisteessa.

Reuna-arvotehtivdissd on annettu funktion tai derivaatan arvoja eri pisteissa.

Tiettyjen sdannollisyysehtojen vallitessa voidaan valitussa alkupisteessé antaa yhta monta ehtoa
kuin yhtalon kertaluku osoittaa ja saadaan jossakin alkupisteen ympéristossa yksikasitteinen
alkuarvotehtévan ratkaisu.

:n differentiaaliyhtédlétaidot tiivistyvit komentoon dsolve. Liséksi kirjastopakkauksessa DEtools
on erityisesti funktio DEsolve, jolla voidaan piirtda suuntakenttia, approksimaatioita eri pis-
teisiin asetetuille ratkaisukayrille jne. :n avustusjarjestelméassa on runsaasti perustietoa diffe-
rentiaaliyhtaloistd. Esimerkkeja sopivista avustuskomennoista tai valintareiteista ovat

70ode, 7odeadvisor, 7dsolve
Mathematics->Differential Equations-> Classifying ODE->0Overview

Kasittelemme esimerkkien valossa :n differentiaaliyhtaloratkaisijoiden kayttoa, ratkaisujen jal-
kiprosessointia, kuten piirtamista ja taulukointia.

Tarkastelemme kolmea eri nidkokulmaa, analyyttista (symbolista), numeerista ja kvalitatiivista
kasittelytekniikkaa. Naihin kaikkiin on :ssa tyokaluja tarjolla. Ratkaisujen jatkokasittelytek-
niikka on periaatteessa hyvin samanlaista kuin tavallisten yhtédloiden kohdalla. Kannattaa siksi
palauttaa mieleen ja tehda vertailuja lukuun 7?7 erityisesti kohtaan 77 .

2 Analyyttinen ratkaiseminen, komento dsolve

Komennon dsolve avustusteksti antaa nelja muotoa, joista esimerkeissaimme kasittelemme néi-
té kolmea useimmiten vield niin, ettd osa extra_args puuttuu. dsolve

dsolve(ODE,y(x) ,extra_args);
dsolve ({0DE,ICs},y(x),extra_args);
dsolve({sysODE,ICs},{funcs},extra_args);



Parametri ODE selvida esimerkeistd. ICs tarkoittaa alkuehtoja, ne annetaan jonona muodossa
y(£t0)=y0, D(y) (t0)=dy0, (D@@2) (£t0)=d2y0, ...;

Usein on hyodyllistd ja opettavaista seurata ratkaisuprosessin etenemistéd. Sita varten voidaan
asettaa infolevel [dsolve] :=3: infolevel

Otamme ensimmaiseksi esimerkiksi toisen kertaluvun lineaarisen vakiokertoimisen yhtalon, jon-
ka varmasti osaisimme ratkaista kasin.

y' -y —2y=z

Palautamme mieleen, etta ratkaisulla tarkoitetaan kahdesti jatkuvasti derivoituvaa funktiota
r — y(x), joka jollain reaaliakselin valilla toteuttaa identtisesti yhté&lon.

y'(x) —y'(x) = 2y(x) = =

Muuttujaa x nimitdmme riippumattomaksi muuttujaksi ja merkitsemme sitd usein x:n sijasta
t:l4.

Maaritamme tehtavélle yleisen ratkaisun :n dsolve-komennolla dsolve ja sijoitamme saadun
ratkaisun takaisin yhtéloon.

[t]14cm

> dyht:=diff (y(x),x,x)-diff (y(x),x)-2*y(x)=x;

d
dyht := —5y(2) — —y(z) = 2y(z) =2
> ratk:=dsolve(dyht,y(x));
ratk ;= y(x) =1/4—1/20+_Cle ™+ _(C2e*"

> eval(subs(ratk,dyht));

o Differentiaaliyhtélo esitetdédn kirjoittamalla -syntaksin mukaisesti yhtdlo jalkimmaéisessa
muodossa, siis niin, etta riippumaton muuttuja on kaikkialla mukana.

o Komento dsolve palauttaa ratkaisun yhtdlomuodossa aivan samoin kuin solve. Kun
emme sisallyttaneet alkuehtoja, saamme kaksi mielivaltaista vakiota, joille antaa alaviiva-
alkuiset nimet _C1, C2

o Muuttuja ratk edustaa sijoitussaantod, joka voidaan suoraan antaa subs-komennolle ar-
gumentiksi. Huomaa, etté differentiaaliyhtalossé esiintyvat derivoinnit saadaan suorite-
tuksi eval-komennon avulla.
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Kuva 1: Ratkaisukayraparvi

2.0.1 Ratkaisun kisittely lausekkeena

Haluamme kenties piirtdé ratkaisukayraparven. Silloin riittdé ottaa ratkaisulauseke késittelyyn.
Tassa yksinkertaisessa tapauksessa voimme tietysti leikata ja liimata tyoarkilla. Yleispateva
tyyli on jélleen seuraavanlainen (vrt. yhtaldiden késittelyyn)

> Ylaus:=subs(ratk,y(x));

Yiaus:=1/4 —1/2x+ _Cle ™™+ _(C2¢*"

Yhden yhtélon tapauksessa voimme tietysti turvallisesti kayttda myos tyylia
> Ylaus:=rhs(ratk):
Kuvan 77 ratkaisukayraparvi syntyy kéatevéisti kahdella sisikkéiselld seq- komennolla.

> plot([seq(seq(Ylaus, C1=-2..2), C2=-1..1)],x=-3..2,y=-10..10);

2.0.2 Alkuarvot, ratkaisufunktio

Ensi toiksemme madrittelemme ratkaisun funktioksi. Muistamme, ettd lausekkeesta saadaan
funktio unapply-komennolla.

> Y:=unapply(Ylaus,x);

Vi=xw 1/4—1/22+ Cle ™+ (26"

Jos haluamme alkuehdot y(0) = —1, 3/(0) = 1 toteuttavan ratkaisun, voimme kayttaa solve-
komentoa.

> C12:=so0lve({Y(0)=-1,D(Y) (0)=1},{ C1, C2});
c12 := { C1 = 1/12, C2 = -4/3}
> Ylaus:=subs(C12,Ylaus);

Yiaus:=1/4 —1/2x +1/12¢*" —4/3e™"

> Y:=subs(C12,0p(Y));



Vi=xw 1/4—1/20+1/12e*" —4/3e™ "

Huomaa muoto subs(C12,0p(Y)), jolle kehitimme sivulla 7?77 selkean ajattelutavan. Jos kir-
joitetaan Y; niin vastaa Y, jolloin subs-komento kohtelee sita pelkkan& symbolina Y. Jos
kirjoitetaan op(Y), ndhdaén Y:n sisélto, johon haluammekin subs- komennon kohdistaa.

Nyt on helppoa laskea ratkaisufunktion ja derivaatan arvoja halutuissa pisteissé ja taulukoida.

Digits:=3:
h:=0.1:xlista:=[seq(ix*h,i=0..5)]:
derivY:=D(Y); # Derivaattafunktio
taulukko:=seq([x,Y(x),derivY(x)],x=xlista):
matrix([taulukko]) ;

V V V V V

0 -1 1
0.1 —0.908 0.913
0.2 —-0.816 0.838
0.3 —0.736 0.791
0.4 —-0.657 0.765

| 0.5 —0.582 0.762

2.1 Alkuarvot suoraan dsolve-komennossa

Jos haluamme ratkaista tietyn alkuarvotehtavan, emmeka ole kiinnostuneita yleisesta ratkaisus-
ta, on helpointa antaa alkuehdot suoraan dsolve-komennolle. Edellinen tehtéva hoidettaisiin
nain.

> aaratk:=dsolve({dyht,y(0)=-1,D(y) (0)=1},y(x));

aaratk:= y(x) = 1/4 —1/2x — 4/3e " +1/12€*"

alkuehdot Téassd kannattaa huomata derivaattachdon antamistapa derivoimisoperaattorin D

avulla. Jos kasittelisimme korkeamman kertaluvun yhtaloa, voisimme hyodyntaéa derivaattao-

peraattorin iterointia, eli toista derivaattaa koskeva alkuehto y”(0) = 3 voitaisiin kirjoittaa
(Dee2) (y) (0)=3 jne.

Tama ja muita differentiaaliyhtal6ihin liittyvia -istuntoja on nahtéavilla ja saatavilla kotisivum-
me http://www.math.hut.fi/~apiola/maple/opas/ kohdasta differentiaaliyhtiloitd.



2.2 Differentiaaliyhtilosysteemit

Komento dsolve ratkaisee yhtd hyvin differentiaaliyhtalosysteemeja.

Ensimmaisen kertaluvun DY-systeemi on muotoa

yll = fl(tvyla"'ayn)

y:z = fN(tvyh s 7yn)

Jokainen n:nnen kertaluvun differentiaaliyhtalo voidaan palauttaa 1. kl:n systeemiksi ottamalla
y ja sen derivaatat tuntemattomiksi funktioiksi.

Niinpa koko differentiaaliyhtéloiden teoria palautuu ensimmaisen kertaluvun systeemien tut-
kimiseen. Numeeriset ohjemistot vaativat useimmiten kayttajaa kirjoittamaan ja koodaamaan
differentiaaliyhtalonsa ensimmaéisen kertaluvun systeemiksi. :n numeeriset ratkaisijat eivat sita
vaadi.

Otamme esimerkiksi jalleen helpon lineaarisen systeemin

¥+r+2y=0
Yy +3r+2y=0

Yleinen ratkaisu saadaan komennolla

0

> dsolve({diff (x(t),t)+x(t)+2*y(t) s
0F,{x(v),y()1);

3xx(t)+diff (y(t) ,t)+2*xy(t)

ja alkuehdot z(0) = 3, y(0) = 2 toteuttavat ratkaisut suoraan komennolla
> aaratk:=dsolve({dy1,dy2,x(0)=3,y(0)=2},{x(t),y(t)});
Tassa on selkeyden vuoksi otettu nimet yhtaloille ja asetettu siis ensin:

> dyl:=diff (x(t),t)+x(t)+2*xy(t)

> dy2:=3*x(t)+diff (y(t),t)+2*y(t) =

0;
Koko istunto on nahtévissa (kirjan kotisivulla ndkyvéissa) viitteessa
http://www.math.hut.fi/teaching/k3/luentomateriaali/lindysl.html

Komento dsolve toimii kaikenlaisille yhtalosysteemeille, joissa saa esiintyd korkeammankin
kertaluvun yhtaloita.



2.2.1 Milloin voidaan ratkaista analyyttisesti

Puhumme symbolisesta, analyyttisesta tai suljetussa muodossa olevasta ratkaisusta, jos se voi-
daan esittad tunnettujen alkeisfunktioiden avulla. :n dsolve-komento siséltdd suuren joukon
menetelmia, joilla se yrittaa 16ytaa analyyttisen ratkaisun.

Kaytannossa vain harvoin saadaan ratkaisu ns. suljetussa muodossa. Tosin tdma késite on viime
aikoina laajentunut kéasittdméan tavanomaisten alkeisfunktioden lisdksi joukon matemaattisen
fysiikan erikoisfunktioita.

tarjoaa kiintoisan mahdollisuuden ratkaisuyritysten seurantaan niin dsolve- kuin minké tahan-
sa muunkin komennon kohdalla. Tama tapahtuu komennolla infolevel [komento]:=n: mis-
sd n on kokonaisluku. Mitd suurempi arvo n:lld on (tiettyyn rajaan saakka), sitd enemmén
kertoo prosessin vaiheista

Katsomme muutamaa esimerkkii.

Annamme ensin oikein helpon tehtéavén.

> infolevel [dsolve] :=3;
> dsolve(diff(y(t),t)+sin(y(t))=t,y(t));
Methods for first order ODEs:
trying to isolate the derivative dy/dx
successful isolation of dy/dx

-> trying classification methods
trying a quadrature
trying 1st order linear

1st order linear successful

yt)=t—1+e"_C1

Vaikeutetaan vahan, otetaan epélineaarisuutta.

> dsolve(diff (y(t),t)+y(t)~2=t,y(t));
Methods for first order ODEs:
trying to isolate the derivative dy/dx
successful isolation of dy/dx
-> trying classification methods
trying a quadrature
trying 1st order linear
trying Bernoulli
trying separable
trying inverse linear
trying simple symmetries for implicit equations
trying homogeneous types:
trying Chini
trying exact
-> trying 2nd set of classification methods



trying Riccati
trying Riccati Special
Riccati Special successful

() = _ C1 AiryAi(1,t) + AiryBi(1,t)
YW= TTT0T AirgAi(t) + AiryBi(t)

Ratkaisu voitiin lausua erikoisfunktioiden avulla.

Tehdéan nyt viela pahemmin epalineaariseksi.

> dsolve(diff(y(t),t)+sin(y(t))=0,y(t));
Methods for first order ODEs:
trying to isolate the derivative dy/dx
successful isolation of dy/dx

-> trying classification methods
trying a quadrature
trying 1st order linear
trying Bernoulli
trying separable

separable successful

o—t—_C1 _e—2t=2_01 4 q

1_|_672t72701’ 1+€f2t72701 )

y(t) = arctan(2

Muuttujat voitiin erottaa. Lisdtadn viela alkuperdinen epdhomogeenisuustermi.

> dsolve(diff (y(t),t)+sin(y(t))=t,y(t));
Methods for first order ODEs:
trying to isolate the derivative dy/dx
successful isolation of dy/dx
-> trying classification methods
trying a quadrature
trying 1st order linear
trying Bernoulli
trying separable
trying inverse linear
trying simple symmetries for implicit equations
trying homogeneous types:
trying Chini
trying exact
-> trying 2nd set of classification methods
trying Riccati
trying Abel
-> trying Lie symmetry methods

palauttaa pelkkaé tyhjad sen merkiksi, ettei mikdan menetelma johtanut tulokseen.

Kun haluamme luopua selityksista, sijoitamme infolevel [dsolve] :=0:
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Kuva 2: Yhtélon ¢’ = 2 — y? suuntakentté

3 Kvalitatiivista teoriaa

Kvalitatiivinen menetelméa tarkoittaa lyhyesti sanottuna pyrkimysta saada tietoa ratkaisujen
laadullisesta kayttaytymisesté suoraan yhtalosté.

3.1 Ensimmaiisen kertaluvun yhtalo

Tarkastelemme siis aluksi yhta ensimmaisen kertaluvun yhtaloa
y' = fty).

Jos laskemme funktion f arvoja (¢, y)-tason pisteissa, saamme kokoelman ratkaisufunktion de-
rivaatan arvoja. Piirtdmélld kuhunkin valittuun (¢,y)- pisteeseen lyhyen janan, jolla on kul-
makertoimena f(t,y), saamme suuntakentdin, jonka avulla saamme karkean kuvan ratkaisujen
kayttaytymisesta tason eri osissa.

Suuntakentén piirtdmiseen on DEtools- pakkauksessa DEplot- komento, jonka avulla voidaan
my0s piirtdd kuvaan numeerisesti laskettuja ratkaisukéyrid haluttuihin pisteisiin.

Tarkastellaan yhtéloa ' = 2 — 2.

> with(DEtools,DEplot): # Lataamme vain funktion DEplot.
> with(plots):

> dyht:=diff (y(t),t)=t"2-y(t)"2:

> DEplot(dyht,y(t),t=-4..4,y=-3..3);

Saamme tasmennetyksi kuvaa piirtaméalla isokliineja. Nama ovat kéyrid, joilla ratkaisukay-
rien derivaatoilla on sama arvo, ts. kayrié, jotka yhdistavit samansuuntaisia viivaelementteja.
Ne ovat siis funktion f(¢,y) tasa-arvokayria. Sellaisia voidaan piirtdd joko contourplot- tai
implicitplot- komennolla. Piirramme isokliinit, joilla kulmakerroin on —1,0 ja 1 ja yhdistam-
me samaan kuvaan suuntakentan kanssa.

Aloitamme toistamalla edellé olleen suuntakentan piirtokomennon. Télla kertaa sijoitamme tu-
lokseksi saatavan grafiikkaesityksen muuttujaan suuntak. Muista lopettaa tallainen komento
kaksoispisteeseen eika puolipisteeseen. Jos et usko, niin kokeile, mutta “omalla vastuulla”.

> suuntak:=DEplot (dyht,y(t),t=-4..4,y=-3..3):

> isokl:=implicitplot ({t"2-y~2=-1,t"2-y"2=0,t"2-y 2=1},t=-4. .4,
y=-3..3,grid=[25,25]):

> display({suuntak,isokl});
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Kuva 3: Suuntakentté ja isokliinit —1,0, 1
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Kuva 4: Ratkaisukéyrat pisteiden (—2,0),(0,0.5), (0, 1), (1,0) kautta

Komennolla DEplot voimme piirtda suuntakentan lisdksi myos numeerisesti laskettuja ratkaisu-
kayria haluamiimme pisteisiin. Halutut pisteet ilmaistaan muodossa [[y(t1)=y1], [y(t2)=y2],...].
Siis listojen listana, jossa sisdlistat ilmaistaan yhtaloilla.

> DEplot(dyht,y(t),t=-4..4,y=-3..3, [[y(-2)=0], [y(0)=0.5],
ly(0)=1]1, [y(1)=011);

Komennolla DEplot on lukuisa méaéra lisdvalitsimia, jotka saadaan selville ?DEplot-avustuskomennolla.
Siind on my6s monipuolinen esimerkkivalikoima.

Mainittakoon erityisesti optiot dirgrid, stepsize ja method.

Edellinen annetaan muodossa dirgrid=[20,20]. Tama on oletusarvo ja ilmaisee, etta suunta-
kentén piirtamisessa kéytetdan kummassakin suunnassa jakoa 20 osaan muodostettaessa lasken-
tahilaa viiva-alkioille. Jalkimmaéinen on muotoa stepsize=0.05 ja ilmaisee ratkaisuapproksi-
maatiossa kdytettdvan numeerisen menetelman askelpituuden. Oletusarvona on annetun piirto-
valin pituus jaettuna 20:11a ja oletusmenetelména neljannen asteen Runge—Kutta talla kiintealla
askelpituudella. Tarkempia ratkaisukéyrid saadaan valisemalla method=rkf45 ja/tai pienentéa-
mallé askelpituutta.

Koska DEplot ei kayta adaptiivista askelpituuden sdatoa, eivat ratkaisukayrat ole valttamatta
kovin tarkkoja.

3.2 Autonominen 2 x 2-systeemi

Yleinen ensimméisen kertaluvun 2 x 2 systeemi on muotoa.

o = f(t,x,y)
y =g(t,x,y)

Jos riippumaton muuttuja ¢ ei eksplisiittisesti esiinny yhtaloissa, systeemia sanotaan autono-
miseksi. Talloin se voidaan siis kirjoittaa muotoon

{x/ - f(x,y)
Y = g(v,y)



Jos téllainen systeemi ratkaistaan, saadaan ratkaisukéyrat z(t), y(t), jotka voidaan normaaliin
tapaan piirtdd muuttujan ¢ funktiona, voidaan puhua aikariippuvuuskuvasta.

Toinen, usein havainnollisempi tapa on piirtdd kayra (z(t),y(t)) zy- tasoon ¢:n toimiessa kay-
raparametrina. Jos ratkaisut olisivat x(t) = cost ja y(t) = sint, niin edellisessd kuvassa olisi
kosini- ja sinikayra ja jalkimmaisessa yksikkoympyra.

Tata ry-kuvaa sanotaan faasitasokuvaksi. Autonomisuudesta seuraa, etté piste (z,y) maaraa
yksikésitteisesti faasitasokdyran. Toisin sanoen alkuehto x(ty) = o, y(to) = yo antaa saman
faasitasokayran kuin z(t1) = zo,y(t1) = yo, vaikka ty # t;. Ratkaisukédyrdn tangentin suunta
on (2'(t),y'(t)) ja autonomisuuden takia sen maarda paikka (z,y). Siten suuntakenttd voi-
daan piirtdd muodostamalla zy-tason pisteistd ja laskemalla kussakin (z,y)-pisteessd vektori
(f(z,y),g9(x,y)), joka kertoo pisteen (z,y) kautta kulkevan faasitasokdyrian suunnan. Taméa
saadaan aikaan jalleen DEplot-komennolla.

Huomaa siis, ettd autonomisen 2 x 2 systeemin suuntakentta liittyy faasitasokuvaan eiké aika-
riippuvuuskuvaan, kuten edellé kasitellyssa yhden ensimmaisen kertaluvun yhtalon tilanteessa.

Otetaan esimerkiksi vaimentamaton heiluri, jolle voidaan johtaa differentiaaliyhtélo
©" + ksin® = 0,

misséd O on heilahduskulma ja k = g/L (L on heilurin pituus).

Muunnetaan tdmé ensimmaéisen kertaluvun systeemiksi merkitseméalld x = ©, y = ©'. Talloin

saadaan systeemi
=y
y = —ksinx

Piirrdimme DEplot-komennolla suuntakentin ja useita ratkaisuapproksimaatioita. Alkupisteet
kannattaa kirjoittaa selvyyden vuoksi erilliseen muuttujaan, talléin on myos helppo hyédyntéa
tyoarkin editointiominaisuuksia. Aika-arvo alkupisteessd ja t-vali eivat vaikuta itse kédyradn
muuten kuin silta osin, miten pitka kayran osa piirretédan.

> with(DEtools):

> sys:=diff (x(t),t)=y(t),diff(y(t),t)=-k*sin(x(t));

> alkuarvot:=[[x(0)=0,y(0)=1/2], [x(0)=0,y(0)=1], [x(0)=0,y(0)=3/2],
[x(0)=0,y(0)=2], [x(0)=0,y(0)=5/2], [x(0)=0,y(0)=3], [x(0)=0,y(0)=4],
[x(0)=0,y(0)=-5/2], [x(0)=0,y(0)=-3], [x(0)=0,y(0)=-4], [x(0)=2*Pi,
y(0)=1/2], [x(0)=2%Pi,y(0)=1], [x(0)=2%Pi,y(0)=2], [x(0)=2%Pi,y(0)=-2]];

> k:=1:

> DEplot([sys], [x(t),y(t)],t=0..20,x=-Pi..3%Pi,y=-4. .4,
alkuarvot,stepsize=0.05) ;

4 Numeeriset ratkaisut, dsolve(...,numeric)

Esittelimme ohjelmointia koskevassa luvussa kohdassa 77 alkaen sivulta 77 joitakin numeerisia
menetelmié ja niiden ohjelmointia -proseduureiksi.
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Kuva 5: Heilurin faasitasokuva

Tassa selvittelemme, miten :n dsolve-komennolla muodostetaan ja kasitellidn numeerisia rat-
kaisuja. Siihen liittyy joitakin nikseji, jotka on toivottavasti helppo omaksua esimerkkiemme
ja kayttosuositustemme avulla. Komennolla dsolve(. .. ,type=numeric,...) on suuri maaré
lisdvalitsimia niin menetelméan ja virhetoleransseihin kuin ratkaisujen esitystapaan ym. liit-
tyen. Emme esittele niitda mitenkaén kattavasti, vaan kiinnitimme huomiota seikkoihin, jotka
ensikédyttajalle saattavat aiheuttaa himmennysta.

Tarkastellaan alkuarvotehtiviaa za’ = t?, z(1) = 2. Merkitsemme vaihteeksi ratkaistavaa
funktiota (“riippuvaa muuttujaa”) z:1a.

Ratkaisemme seka analyyttisesti ettd numeerisesti, kun yhtélo sattuu olemaan helposti myos
analyyttisesti ratkaistavissa.

> yht:=x(t)*diff (x(t),t)=t"2;
ht:= (t)i (t) =t
yht:= x dtx =
> ratk:=dsolve({yht,x(1)=2},x(t));

ratk:= xz(t) = 1/3vV6t3 + 30

Ratkaistaan nyt numeerisesti.

> nratk:=dsolve({yht,x(1)=2},x(t),type=numeric,startinit=true);
nratk := proc(rkf45_x) ... end

Tassd numeerinen ratkaisumenetelma muodosti uuden proseduurin, jonka avulla ratkaisuap-
proksimaatioita voidaan laskea. Se on siis toteutettu operaattorityylilla, jota kuvataan kohdas-
sa 7?7 sivulla ??. Oletusmenetelménid on Runge-Kutta—Fehlberg 4/5. Suosittelemme option
startinit=true kayttoa, sen pois jattaminen voi johtaa hammentaviin tilanteisiin.

Voimme nyt laskea arvoja, taulukoida, piirtaé.
> nratk(1);

[t =1, x(t) = 2.]
> array([seq(nratk(xx) ,xx=[seq(i*0.2,i=0..5)1)]1);

t=0 x(t) = 1.825741875912851
t=02 z(t) = 1.827201878629088
t =04 z(t) =1.837380455484131
t =06 x(t)=1.864760931485637
t =038 =z(t) = 1.916942008775982

| t=1.0 z(t) = 2.0 ]




Ratkaisu voidaan méaritella funktioksi:
> numx:=u->subs(nratk(u) ,x(t)):
Toinen tapa olisi
> nx:=u->rhs(op(2,nratk(u)));
Nyt voimme laske tavanomaiseen tapaan vaikkapa
> seq(numx(t),t=0..3);
1.825741875912851, 2., 2.943920291623080, 4.618802159707592
Ensimmaéinen yllatys tulee vastaan, kun haluamme piirtdd funktion kuvaajan.

> plot(numx(t),t=0..1);
Error, (in dsolve/numeric_solnall rkf45) cannot evaluate boolean

Té&ma johtuu siitd, ettd plot-funktiolle annettava lauseke numx (t) yritetddn evaluoida symbo-
lisesti, mika ei numeerisen ratkaisijan kysymyksessé ollen ole mahdollista. Niinpa tama ennen-
aikainen evaluaatio on estettava néin:

> plot (’numx(t)’,t=0..1);

Toinen mahdollisuus on kayttéda plot-komennon funktiosyntaksia, jolloin lausekkeeksi evaluoi-
minen ei voi plot:lle tulla mieleenkéén. Vrt. s. ??. Siis nain:

> plot(numx,0..1);

Jos halutaan pelkistadn kuva, ei tarvita funktiomédrittelyd, vaan voidaan kéyttéda plots-
pakkauksen odeplot- funktiota.

> with(plots):
> odeplot (nratk, [t,x(t)],-1..2);

Tassa taytyy noudattaa samaa menettelyd kuin edelld. Siten odeplot:lle tulee antaa t-alue
muodossa -1. .2, eikd t=-1..2. Kaytetdan siis samanlaista syntaksia kuin plot:n funktiomuo-
dossa.

Itse asiassa plot-funktio antaa tarkempia kuvia samalla tyomaaralla, koska siind kéytetdan
adaptiivista arvojen laskentaa toisin kuin odeplot:ssa.

Liséaé esimerkkeja numeerisista menetelmisté ja erityisesti moninaisista funktion dsolve(. . ,numeric)
kayttomahdollisuuksista on komennon ?dsolve,numeric tulostuksen lisiksi mm. kirjoissa |7,
ss. 66-81] ja [?, ss. 536-548] .

Myos www-sivullamme kohdassa differentiaaliyhtdlot on alakohta numeerisia ratkaisuja, jossa on
erilaisia esimerkkeja.



